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Résumé. — Dans cette étude, nous analysons le phénoméne de transport de charges électriques
par convection dans un tube de section rectangulaire. Il nous faut tout d’abord définir le champ
des vitesses hydrodynamiques. Dans le cas laminaire, une solution analytique peut étre obtenue,
aussi bien pour la vitesse que pour la densité volumique de charge en faisant 'hypothése des
faibles densités. A partir de ces résultats, nous calculons alors la densité volumique de charge
transportée par un écoulement laminaire. Dans le cas d’un écoulement turbulent, la complexité
du phénomeéne aussi bien hydrodynamique que d’électrisation, nous oblige a nous ramener au cas
monodimensionnel de deux plans paralléles. Une expression de la vitesse moyenne axiale et de la
vitesse fluctuante transversale est proposée ainsi qu’une modélisation de la nouvelle répartition
de la charge. Les courants d’écoulement en turbulent peuvent alors é&tre calculés. Nous
présentons ensuite les conditions expérimentales ainsi qu'une confrontation entre les expériences
réalisées en écoulement laminaire et turbulent avec les prévisions théoriques.

Abstract. — This study relates the phenomenon of streaming currents by flow in a pipe of
rectangular cross section. We compute at first the velocity profile in the case of a laminar flow.
Then with the assumption of a weak space charge density an analytical solution for the space
charge density profile in such pipe and for that kind of flow is also obtained. Thus we give the
expression of the space charge density convected by a laminar flow. In the case of a turbulent flow
the space charge convected is computed in the case of two parallel walls. At least, the
experimental conditions and the confrontation between experiments and theoretical predictions
are presented.

1. Introduction.

Nous avons étudié le phénoméne de transport de charges par écoulement d’un hydrocarbure
liquide dans une conduite de section rectangulaire représentée figure 1. La charge a la paroi,
les dimensions des deux c6tés de la section et la conductivité du liquide sont les paramétres
caractéristiques du phénoméne dans le cas d’un écoulement laminaire. En écoulement
turbulent, deux autres paramétres interviennent également: le nombre de Reynolds et le
rapport du coefficient de diffusion moyen des ions sur la viscosité cinématique du liquide.
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Fig. 1. — Géométrie de la section rectangulaire.

[Rectangular cross section geometry.]

2. Charge transportée en écoulement laminaire.

2.1 EQUATIONS HYDRODYNAMIQUES. — Les équations de Navier-Stockes dans le cas d’un
écoulement laminaire stationnaire et symétrique d’un fluide incompressible dans un tube de
section rectangulaire, figure 1, s’écrivent :

dpP U

1
AU = - — et — =0 1
M dx 0x M
_f] vitesse selon l'axe x
" viscosité dynamique du fluide
dP/dx: gradient de pression.

Le champ des vitesses est soumis aux conditions a la frontiére de type Dirichlet homogénes.
La solution est trouvée grice aux fonctions de Green et s’exprime :

16 dP
e @
T i i sin [(w/2a) 2n+1) (z+ @)]sin [(7/28) 20 +1) (y + B)]
n=08=0 (2’1'*'1)(29'4'1)[((2n+1)/2a)2+((217_‘_1)/2'3)2]

ou « et B représentent respectivement la plus grande et la plus petite longueur de la section
rectangulaire du tube.

Nous avons tracé les lignes d’isovitesses a partir de 1’équation (2) pour différentes valeurs
du rapport a/8, figure 2. On constate que lorsque a /8 devient importante, le profil tend vers
un profil monodimensionnel (écoulement entre deux plans paralléles, profil de Poiseuille).

2.2 EQUATIONS DE LA COUCHE DIFFUSE. — Dans I’hypothése d’une faible densité volumique
de charge, comme nous I’avons explicité dans une publication précédente [1], les équations de
la couche diffuse établie s’expriment, en grandeur adimensionnelle :

grad (-A¢ +aly)=0 Ay=-p 3)



N 7 COURANTS D’ECOULEMENT DANS DES TUBES RECTANGULAIRES 1227

|
i

i
i

\‘}M ‘

|
20 10 4 1

Fig. 2. — Lignes d’isovitesses pour différents rapports a/g8 (1, 4, 10, 20).

[Lines of constant velocity for several ratios a/8 (1, 4, 10, 20).]

¥ potentiel électrique
a. . paramétre faisant intervenir les coefficients de diffusion des ions [1]
p . densité volumique de charge.
La densité volumique de charge, solution du systéme (3) est représentée par la série des
fonctions propres suivantes :

p=pp—-A4 Y ¥ S €]
K=0£=0
avece .
QK+1)Y72 20+1)Y 72 . mQREK+1D)(z+a) . 7R+ +B)
S=16[ il + 432 ][sm o sin 73 ]
2 2 2 2
172(2K+1)(2£’+1)|:(2K:a12) il +(28:;2) z +aé}

pp €tant la densité volumique de charge a la paroi et 4 une constante.

2.3 TRANSPORT DE CHARGES EN ECOULEMENT LAMINAIRE. — Compte tenu de I’équa-
tion (4), la charge Q convectée dans toute la section s’écrit :

g=3Y YR )
K=00=0
16 A(aB) [fA_p ( (2K:a12)27r2+ (23:312)27Tz+aé) B VJ

R =

M(2K+1)2(2f+1)2{<2K+1 )2(2“1 )2} [(2K+1)27r2Jr (2K+1)27r2]

2a 2[3 4(12 432
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avec !

2.2 2.2
y o QK+1y7 +(2(.’+13 m
4a? 4
M étant une constante donnée par :

E i 16 o B
K0S QK+ 1PQEL 1Y (QK+1D2e)+ (RF+1)/28)%)

M= (6)

Le transport de charge en régime laminaire est fonction de la densité volumique de charge a
la paroi pp (qui caractérise la propriété d’absorption préférentielle des ions), des dimensions
de la section rectangulaire « et B8 et du coefficient a(.

La figure 3 montre I'évolution de la charge convectée en écoulement laminaire lorsqu’on
fait varier les deux paramétres géométriques qui caractérisent le phénomeéne (ac,
pp et I’épaisseur de couche diffuse &, étant fixés). On peut remarquer que la densité
volumique de charge convectée tend vers une valeur constante lorsque le rapport
a /B devient grand.

Dans ce cas en effet on tend vers une structure proche de deux plans paraliéles. Par contre
lorsque a décroit, la structure se rapproche d’un carré et la charge convectée est plus
importante. Par exemple dans ce cas pour @« = 8 = 1 mm la charge convectée est environ
1,75 fois celle prévisible pour deux plans paralléles avec 8 = 1 mm.

A ce propos, il est intéressant de noter que la charge convectée par le méme liquide dans un
tube de section circulaire de ! mm de rayon [2] serait d’environ 2,67 fois celle convectée entre
deux plans paralléles dont 8 = 1 mm.

Ainsi le tube de section circulaire conduisant 4 la méme densité volumique de charge que le
tube de section carré de 2 mm de c6té aurait un diamétre de 2,46 mm.

-6
2.00 10
[ o\ (crm®)
beta (mm)
0.4
0.5
4 0.6
-6 0.7
1. — .
00 10 o 8
0.9
1.0
0 T =]
0 7.5 15

Alfa (mm)

Fig. 3. — Evolution de la charge convectée en régime laminaire (ac = 0,973, 8, = 4,2 x 10~ ? mm,
pp = 1,4 x 107 C/m’).

[Charge convected in laminar flow (ac = 0.973, 8, =4.2 x 10~ > mm, p, = 1.4 x 10~ C/m%.]
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3. Charges transportées en écoulement turbulent.

3.1 EQUATIONS HYDRODYNAMIQUES. — Pour cette étude nous supposons ’écoulement
monodimensionnel (cas de deux plans paralléles). De plus nous ferons ’hypothése de parois
parfaitement lisses.

Ainsi en posant :

¢ =Up, et n=(B~y)u/v

avec U: vitesse moyenne axiale, v, : vitesse de frottement et »: viscosité cinématique du
liquide.
On définit généralement trois régions en écoulement turbulent :

a) La sous-couche laminaire (n <= n; = 3,8).

Dans cette zone, la diffusivité turbulente est négligeable, le profil des vitesses est alors
représenté par :

é(n)=m7. @)

b) La zone de transition (3,8 = n, =<7 < n, = 30,7).

La diffusivité moléculaire et la diffusivité turbulente sont du méme ordre de grandeur, le
profil peut étre exprimé par la loi empirique suivante :

¢(m) =0,131 argtg [In (n) —2,0] +8,2. ®)

¢) La zone centrale (1 = n, = 30,7).
La diffusivité est essentiellement turbulente, le profil est alors donné par 3] :

¢(n)=25[n (n)+2,733]. €)]

3.2 EQUATIONS DE LA COUCHE DIFFUSE.
a) Profil d’'une couche diffuse au repos entre deux plans paralléles.
Le systéme d’équations adimensionnel s’écrit :
dp/dy + addy/dy =0; d*/dy’=—p . (10)
La solution a ce systéme s'exprime :
p =ppCh (acy)/Ch(acB). an

b) Profil d'une couche diffuse perturbée par un écoulement turbulent.

Dans le cas d’un écoulement turbulent, la valeur quadratique moyenne de la vitesse
fluctuante transversale (Fp) perturbe la couche diffuse. Cette vitesse peut étre exprimée
par:

(Vp)/v, = 0,1615 arg Sh (9/2,5 -2,014) + 0,234 si 7 <62
{(Vp)/v, =085 si 71 =62.

Par ailleurs, la vitesse de relaxation d’une couche diffuse dans I'’hypothése des faibles
densités est egale & 6y0/¢ [4] (8, étant I’épaisseur de couche diffuse). Lorsque la vitesse de
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relaxation est supérieure a la vitesse fluctuante, il n’y a pas de perturbation et inversement.
Pour un nombre de Reynolds suffisamment grand, en fait dés apparition de la turbulence
dans le cas du liquide utilisé, la limite de la zone perturbée est toujours située dans la sous-
couche laminaire. Dans ces conditions, nous pouvons calculer la charge convectée.

3.3 TRANSPORT DE CHARGES EN ECOULEMENT TURBULENT. — La densité volumique de
charge moyenne dans la zone perturbée est donnée par :

p =-—1—Jyppa dy = Pp Sh [ac(B — np ¥/v,)] a12)
T aye J, ac(B — npv/v,) Ch (acB)

¥ = (B — vnp/v,) étant 'ordonnée de la limite de la zone perturbée. La charge transportée
s’écrit alors:

pt vi yp vt ﬂ
0. 22 "y + = " p0) v) @ (13
BUm o BUm v»w
Um étant la vitesse moyenne du débit.
En posant :
Q,=0u+0Qn
P U, Y2
Qu=— [J 2,5(n (n) +2,733)dy +
BUm LJo
Y2 yp
+ (0,131 argtg (In () - 2) +8,2)dy + j ndy] (14)
N M1
avec n=B-vn/v, et y, =8 —rvn,y,
v, 8 Ch (ac y)
0, = f , 7 (15)
“ BUm /v " Ch (acB)
Soit en fonction du nombre de Reynolds :
0, = Py Sh [ac(B -5 ﬂpDh/RemH N
" ac(B -5, Dy/ReT) Ch (ac B)
Re’® [ Ch (acB) Ch (ac(B — 51, Dy/Re™)) W
pp 3Dy ad al 16
+
Ch (acB) 2,5[8 Ln (B Re”®5D,) + 1,733 B ] ~ 257.5 D, /Re’"
avec :

_ 51, Dy Shac(B -57, Dy/Re’™))

Re™® ac

Dy, = Re v/Um, étant le rayon hydraulique de la conduite.

Comme dans le cas d’un tube de section circulaire la charge convectée en écoulemerit
turbulent pour des faibles densités volumiques de charge est pratiquement indépendante du
nombre de Reynolds, figure 4.
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Fig. 4. — Charge transportée en fonction du nombre de Reynolds. (——) Courbe théorique; (A)
Points expérimentaux.

) Theoretical curve ; (A) Experimental data.)

[Charge convected in terms of Reybolds member (

4. Expériences.

4.1 MONTAGE EXPERIMENTAL. — Le montage expérimental que nous avons utilisé a servi a
d’autres essais au sein de notre laboratoire [5]. Par contre, nous avons monté un tube de
section rectangulaire 4 la place de tubes capillaires de section circulaire.

4.2 EXPERIENCES ET CONFRONTATION. — Nous avons utilisé deux liquides différents : de
I’heptane sans additif et de I’heptane avec 1ppm d’OLOA 218 A. Cependant nous ne
donnerons que les résultats obtenus pour 'heptane avec additifs car les mesures étaient peu
reproductibles pour I'heptane sans additifs. L’'OLOA 218 A est un phénate de calcium a
environ 42 % de matiére active dont environ 7 % de CaCO; colloidal. Le tube est en acier
inoxydable et nous avons opéré a la température ambiante. La conductivité du liquide est
1,35 x 1011 Q! m-!. Les dimensions géométriques de la section du tube sont:
a =15mm et B =0,6mm. La densité volumique de charge convectée en écoulement
laminaire pour I’heptane avec 1 ppm d’OLOA est de ordre de 10-° C/m?, ce qui donne
pp de Pordre de 10~* C/m?. La charge transportée en écoulement turbulent est environ 7 a
10 fois supérieure a celle pour un écoulement laminaire. Les prévisions théoriques présentent
un accord satisfaisant avec les expériences, figure 4.

5. Conclusion.

La partie théorique de cette étude a montré que la charge transportée en écoulement
laminaire dépend, non seulement des trois paramétres : pp, diamétre hydraulique adimension-
nel et coefficient a. (comme c’est le cas dans un tube de section circulaire [4]), mais
également du facteur de forme o/p.
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Le calcul de la charge transportée en écoulement turbulent a été fait dans ’hypothése ou
a > 3 et ou la limite de la zone perturbée est située dans la sous-couche laminaire.

Les expériences effectuées pour un liquide et une géométrie de tube correspondant a cette
hypothése, montrent un accord satisfaisant avec les prévisions théoriques.
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