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Rdsumd. Darts cette 6tude, nous analysons le ph6nomdne de transport de charges 61ectriques

par convection darts un tube de section rectangulaire. Il nous faut tout d'abord d6finir le champ
des vitesses hydrodynamiques. Dans le cas laminaire, une solution analytique peut dtre obtenue,

aussi bier pour la vitesse que pour la densitb volumique de charge en faisant l'hypothdse des

faibles densitbs. A partir de ces rbsultats, nous calculons alors la densitb volumique de charge
transportbe par un bcoulement laminaire. Darts le cas d'un kcoulement turbulent, la complexit6
du ph6nomdne aussi bier hydrodynamique que d'61ectrisation, nous oblige I nous ramener au cas

monodimensionnel de deux plans paralldles. Une expression de la vitesse moyenne axiale et de la

vitesse fluctuante transversale est propos6e ainsi qu'une mod61isation de la nouvelle r6partition
de la charge. Los courants d'kcoulement en turbulent peuvent alors dtre calculbs. Nous

prbsentons ensuite (es conditions expbrimentales ainsi qu'une confrontation entre (es expbriences
rbalisbes en kcoulement laminaire et turbulent avec (es prbvisions thboriques.

Abstract. This study relates the phenomenon of streaming currents by flow in a pipe of

rectangular cross section. We compute at first the velocity profile in the case of a laminar flow.

Then with the assumption of a weak space charge density an analytical solution for the space

charge density profile in such pipe and for that kind of flow is also obtained. Thus we give the

expression of the space charge density convected by a laminar flow. In the case of a turbulent flow

the space charge convected is computed in the case of two parallel walls. At least, the

experimental conditions and the confrontation between experiments and theoretical predictions

are presented.

1. In&oducfion.

Nous avons dtudid le phdnomdne de transport de charges par kcoulement d'un hydrocarbure
liquide dans une conduite de section rectangulaire reprdsentde figure I. La charge I la paroi,
les dimensions des deux c6tds de la section et la conductivitd du liquide sont les paramdtres
caractdristiques du phdnomdne dans le cas d'un dcoulement laminaire. En dcoulement

turbulent, deux autres paramdtres interviennent dgalement: le nombre de Reynolds et le

rapport du coefficient de diffusion moyen des ions sur la viscositk cinkmatique du liquide.
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Fig.1. -G60mbtrie de la section rectangulaire.

[Rectangular cross section geometry.]

2. Charge &ansportke en kcoulement laminaire.

2.I EQUATIONS HYDRODYNAMIQUES. Los dquations de Navier-Stockes dans le cas d'un

dcoulement laJrinaire stationnaire et symktrique d'un fluide incompressible dans un tube de

section rectangulaire, figure I, s'dcrivent :

_if vitesse sdon l'axe x

~1
viscositk dynamique du fluide

dP/dx: gradient de pression.

Le champ des vitesses est soumis aux conditions I la frontidre de type Dirichlet homogdnes.
La solution est trouvke grice aux fonctions de Green et s'exprime :

u(y,z)=- ~~~$T (2)
~lar X

~~n~i0t~0 (2~+ ~) (2f+ ~) i((2n+1)12&)~+ ((2i+1)12p)~i

off
« et p reprksentent respectivement la plus grande et la plus petite longueur de la section

rectangulaire du tube.

Nous avons track les lignes d'isovitesses I partir de l'kquation (2) pour diffkrentes valeurs

du rapport alp, figure 2. On constate que lorsque alp devient importante, le profil tend vers

un profil monodimensionnd (kcoulement entre deux plans paralldles, profil de Poiseuille).

2.2 EQUATIONS DE LA coucHE DIFFUSE. Dans l'hypothdsc d'unc faiblc dcnsitb volumiquc
de charge, comme nous l'avons explicitd dans une publication prdcddente [I], les Equations de

la couche diffuse dtablie s'expriment, en grandeur adimensionnflle

grad (-A#i+"~#i)=° A#~ =-p (3)
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Fig. 2. -Lignes d'isovitesses pour diff6rents rapports alp (1, 4, 10, 20).

[Lines of constant velocity for several ratios alp (1, 4, 10, 20).]

#~
potentifl klectrique

«c, paramdtre faisant intervenir les coefficients de diffusion des ions [I]

p densitk volumique de charge.
La densitd volumique de charge, solution du systdme (3) est reprdsentde par la sdrie des

fonctions propres suivantes

w w

P =Pp-A £ is (4)
K=0t=0

avec

j6[
(2K+1)~"~

~ (2i+1)~"~j j~i~"(2K+1) (z+ ")~j~ "(2i+1) (y+p)

~_
4«~ 4p~ 2« 2p

ar~(2K+1) (2i+1) ~~~~ ~~~ "~+ ~~~ ~
/~ "~+ «/j

4« 4p

pp ktant la densitk volurnique de charge I la paroi et A une constante.

2.3 TRANSPORT DE CHARGES EN tCOULEMENT LAMINAIRE.- Comptc tcnu de l'kqua-
tion (4), la charge Q convectke dans toute la section s'kcrit :

~
~

~o
t~o

~ ~~~

16A(«p)
~~~~

~/~
"~+ ~~ ~

/~ "~+
«~)

j
4« 4p

~

M(2K+1)~(2f+1)~(( ~ ~~ )~( ~~) )~j
~~~~ ~/~"~+ ~~~~ ~~~"~j

" 4« 4p
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avec

~
(2K+1)~ar~ (2i+1)~ar~

4«~ ~ 4p~

M dtant une constante donnde par :

"
~o ~o

(2 K + )~(2 I
+ i )~l( (2

~~~/2
« )2 + ( (2 I

+ 1)/2 p )2j
~~~

Le transport de charge en rdgime laminaire est fonction de la densitfi volumique de charge I

la paroi pp (qui caractfirise la propriktk d'absorption prdfdrentielle des ions), des dimensions

de la section rectangulaire
a et p et du coefficient «c.

La figure 3 montre l'dvolution de la charge convectde en dcoulement larninaire lorsqu'on
fait varier les deux paramdtres gkom6triques qui caractkrisent le phknomkne («c,

pp et l'kpaisseur de couche diffuse &o ktant fixks). On peut remarquer que la densitk

volumique de charge convectke tend vers une valeur constante lorsque le rapport
alp devient grand.

Dans cc cas en effet on tend vers une structure proche de deux plans paralldles. Par contre

lorsque
«

ddcroit, la structure se rapproche d'un carrd et la charge convectde est plus
importante. Par exemple dans cc cas pour a =

p
=

I rum la charge convectde est environ

1,75 fois cille prdvisible pour deux plans paralldles avec p
=

I mm.

A cc propos, il est intdressant de noter que la charge convectde par le mdme liquide dans un

tube de section circulaire de I mm de rayon [2] serait d'environ 2,67 fois cflle convectde entre

deux plans paralldles dont p
=

I rum.

Ainsi le tube de section circulaire conduisant I la mdme densitd volurnique de charge que le

tube de section carrd de 2 mm de c6td aurait un diamdtre de 2,46 mm.

2.OO lo
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o. s

~
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Fig. 3.- Evolution de la charge convectke en rkgime laminaire (a~
=

0,973, 60
=

4,2 x10~~mm,

p~ =

1,4 x
10~~ C/m~).

[Charge convected in laminar flow (ac
=

0.973, 60
=

4.2 x
10~~

mm, p~ =

1,4 x
10~~ C/m~).]
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3. Charges transportkes en kcovlement turbulent.

3.I EQUATIONS HYDRODYNAMIQUES, Pour cette dtude nous supposons l'dcoulement

monodimensionnel (cas de deux plans paralldles), De plus nous ferons l'hypothdse de parois
parfaitement lisses,

Ainsi en posant

4
=

U/v~ et ~
=

(P -Y)/v~/v

avec U: vitesse moyenne axiale, v~ vitesse de frottement et v: viscositd cin6matique du

liquide.
On dkfinit gkndralement trois rdgions en dcoulement turbulent :

a) La sous-couche laminaire (~ w ~ j =
3,8 ).

Dans cette zone, la diffusivitb turbulente est nbgligeable, le profit des vitesses est alors

reprksentb par :

4(~)
= ~ (7)

b) La zone db transition (3,8
= ~ i w ~ « ~~ =

30,7 ),

La diffusivitb molbculaire et la diffusivitb turbulente sent du mdme ordre de grandeur, le

profit peut dtre exprimd par la loi empirique suivante

~l (~
=

0,131 argtg [in (~ 2,01 + 8,2. (8)

c) La zone centrale (~ m ~~ =
30,7 ).

La diffusivitd est essentiellement turbulente, le profit est alors donna par [3] :

~b (~
=

2,5 [In (~ + 2,733 (9)

3.2 EQUATIONS DE LA COUCHE DIFFUSE.

a) Profil d'une couche dffuse au repos entre deux plans paralldles.

Le systdme d'bquations adimensionnel s'bcdt

dp/dy +
al d#/dy

=
0 d~#/dy~

= p (10)

La solution I ce systdme s'exprime

P = Pp Ch («cY)/ch («c p ). (ii)

b) Profil d'une couche dffuse perturbJe par un Jcoulement turbulent.

Dans le cas d'un dcoulement turbulent, la valeur quadratique moyenne de la vitesse

fluctuante transversale (Vi) perturbe la couche diffuse. Cette vitesse peut dtre exprimbe

par:

Vi) /v~
=

0,1615 arg Sh (~ /2,5 2,014 ) + 0,234 si ~ w 62

( Vi) /v~
=

0,85 si ~ m 62

Par ailleurs, la vitesse de relaxation d'une couche diffuse dans l'hypothdse des faibles
densitks est bgale I &o«/s [4] (so dtant l'dpaisseur de couche diffuse). Lorsque la vitesse de



1230 JOURNAL DE PHYSIQUE III bt 7

relaxation est supbrieure I la vitesse fluctuante, it n'y a pas de perturbation et inversement,

Pour un nombre de Reynolds suffisamment grand, en fait dds l'apparition de la turbulence

dans le cas du liquide utilisd, la limite de la zone perturbde est toujours situde dans la sous-

couche laminaire. Dans ces conditions, nous pouvons calculer la charge convectbe.

3.3 TRANSPORT DE CHARGES EN tCOULEMENT TURBULENT. La densitk volumique de

charge moyenne dans la zone perturbbe est donnbe par :

i YP
~

Pp sh j«c(P ~p v/v~)]
~~~'" G

o

~" ~ " «c(P ~pv/v~) Ch («c P )

yp =
(p v~ p/v~) btant l'ordonnde de la limite de la zone perturbde. La charge transportbe

s'dcdt alors :

Q,
=

~ j'
UIY) dY + j~ Ply) UIY) dy j13)

P Um 0 p Um yp

tlm btant la vitesse moyenne du dbbit.

En posant :

Q<~Qfl+Q<2

Q,1
=

~'~" ~~
2,5 tin ~ ) + 2,733 ) dy +

p Um o

Y2 Yp

+ (0,131 argtg (In (~ 2 + 8,2 dy + ~ dy (14)

Yi Yi

avec yi "
P V~ i/V~ et y2 "

P V~2/V~

v,
jfl

Ch (ac y)
~'~

p tlm
Yp

~ ~ Ch ac fl )
~ ~~ ~~ ~~

Soit en fonction du nombre de Reynolds :

pp Sh [ac(p 5 ~~D~/Re?'~)]
~'

"
C(fl 5 ~

p
Dh/Re~'~) Ch (tY

C
fl )

~

Re?/8 Ch la
c

p ) Ch (ac(p 5 ~~ D~/Re?'~))

p~
@

~y[ ~y[
~~'

~
Ch (ac p 2,5 [p Ln (p Re?'~/5 D~) + 1,733 p 257,5 D~/Re?'~

~~~~

avec

5 ~p D~ Sh [ac(p 5 ~~ D~/Re?'~)]
W

= Re?'~ "c

D~
=

Re vi tlm, ktant le rayon hydraulique de la conduite.

Comme dans le cas d'un tube de section circulaire la charge convectke en kcoulement

turbulent pour des faibles densitks volbmiques de charge est pratiquement indkpendante du

nombre de Reynolds, figure 4.



N 7 COURANTS D'ECOULEMENT DANS DES TUBES RECTANGULAIRES 1231

is
(xio-~ couL/n~>

~ a

��~~~-~~i

Fig. 4.- Charge transportke en fonction du nombre de Reynolds. (~) Courbe thkorique; (/L)
Points expkrimentaux.

[Charge convected in terms of Reybolds member (~) Theoretical curve (/L) Experimental data.]

4. Expkriences.

4.I MONTAGE EXPtRIMENTAL. Le montage expdrimental que nous avons utilisd a servi I

d'autres essais au sein de notre laboratoire [5]. Par contre, nous avons month un tube de

section rectangulaire I la place de tubes capillaires de section circulaire.

4.2 EXPtRIENCES ET CONFRONTATION. Nous avons utilisb deux liquides diffbrents : de

l'heptane sans additif et de l'heptane avec I ppm d'OLOA218A. Cependant nous ne

donnerons que les rksultats obtenus pour l'heptane avec additifs car les mesures ktaient peu

reproductibles pour l'heptane sans additifs. L'OLOA218 A est un phknate de calcium I

environ 42 fb de matidre active dent environ 7 9b de CaCO~ colloidal. Le tube est en acier

inoxydable et nous avons opkrk I la tempkrature ambiante. La conductivitb du liquide est

1,35x10-lln-' m-I. Les dimensions gkombtriques de la section du tube sent:

a =
lsmm et p =0,6 mm. La densitk volumique de charge convectbe en bcoulement

laminaire pour l'heptane avec I ppm d'OLOA est de l'ordre de 10-6 C/m~, ce qui donne

pp de l'ordre de 10-4 C/m~. La charge transportke en kcoulement turbulent est environ 7 I

10 fois supkrieure I celle pour un kcoulement laminaire, Les prkvisions thkoriques prksentent

un accord satisfaisant avec les expkriences, figure 4.

5. Conclusion.

La partie thkorique de cette Etude a montrk que la charge transportbe en kcoulement

laminaire dkpend, non seulement des trois paramdtres : p p,
diamdtre hydraulique adimension-

nel et coefficient ac (comme c'est le cas dans un tube de section circulaire [4]), mars

kgalement du facteur de forme alp.
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Le calcul de la charge transportke en kcoulement turbulent a ktk fait dans l'hypothdse off

a » p et off la limite de la zone perturbke est situke dans la sous-couche laminaire.

Les expkriences effectubes pour un liquide et une gkomktrie de tube correspondant I cette

hypothdse, montrent un accord satisfaisant avec les prkvisions thkoriques.
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